
õÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ
1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a+b+c = 20 É ab+bc+ac = 100. îÁÊÄÉÔÅ a2+b2+c2 ?
2. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉÃÙ


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1 1 1
1 1 1
1 1 1


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6

:

3. âÏËÁÌ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = x2 ×ÏËÒÕÇ Å£ ÏÓÉ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÛÁÒÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅ-
ÓÔÉÔØ × ÂÏËÁÌ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ËÁÓÁÌÓÑ ÄÎÁ (ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ) ÂÏËÁÌÁ?

4. äÌÉÎÁ ÄÏÒÏÇÉ ÒÁ×ÎÁ n ËÍ (n | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). îÁ
ËÁÖÄÏÍ ËÉÌÏÍÅÔÒÅ ÄÏÒÏÇÉ ÓÔÏÉÔ ÓÔÏÌÂ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÕËÁÚÁÎÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
× ËÉÌÏÍÅÔÒÁÈ ÄÏ Ä×ÕÈ Å£ ËÏÎÃÏ×: (1 ; n − 1), (2 ; n − 2), ..., (n − 1 ; 1).
ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÅ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÃÉÆÒ (× ÏÂÏÉÈ
ÞÉÓÌÁÈ) ÒÁ×ÎÁ 14. îÁÊÄÉÔÅ n.

5. ðÕÓÔØ f(x) = 1− |1− 2x|. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

f(f(f(f(f(f(f(f(f(f(x)))))))))) = x?

6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ

16
�5

�=2∫

0

(
x4 + (x− �=2)4

)
sin2 x dx:

7. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ×
ÛÅÓÔØ Ã×ÅÔÏ× ËÕÂÉËÏ× (ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ × Ó×ÏÊ Ã×ÅÔ). ðÁÒÙ ÔÁËÉÈ ËÕÂÉ-
ËÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ ÇÒÁÎÉ. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚÌÉÞÎÏ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ× 2× 1× 1 ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?

8. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÃÉÆÒÕ ÞÉÓÌÁ 2010!
9. îÁ ÐÏ×ÅÒÎÏÓÔÉ ËÕÂÁ Ó ÒÅÂÒÏÍ

√
2 ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁ-

ÎÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÅÇÏ ÇÒÁÎÑÍ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ
ÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ.



ïÔ×ÅÔÙ É ÒÅÛÅÎÉÑ
1. ïÔ×ÅÔ: 200.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ

a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ac):

2. ïÔ×ÅÔ: 243.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ × n-À ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÏÌÕÞÁ-

ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ 3n−1. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

3. ïÔ×ÅÔ: 1/2.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÅ×ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÂÏËÁÌÁ É ÛÁÒÉËÁ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ

ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ Ó ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ y = x2

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ | ÎÁÞÅÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, Å£ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x2 + (y − r)2 = r2,
ÇÄÅ r | ÒÁÄÉÕÓ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: x2 = 2ry − y2. äÌÑ ÔÏ-
ÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ x 6= 0 ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ y > x2, ÚÎÁÞÉÔ
y > 2ry − y2, ÉÌÉ y(y − (2r − 1)) > 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y > 0, Á ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ r ≤ 1

2 .
4. ïÔ×ÅÔ: 59.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÄÁÀÔ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÁÂÌÉÞËÅ
(ÒÁ×ÎÁÑ ÄÌÉÎÅ ÄÏÒÏÇÉ) ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 5.

éÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 59, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ ÔÁ-
ÂÌÉÞËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÞÉÓÌÏ 59, ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÓÕÍÍÕ ÃÉÆÒ ÂÏÌØÛÕÀ 13. ïÎÏ
ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 5, 14, 23, 32, 41 É 50, ÔÁË ËÁË × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÛÌÁÓØ ÂÙ ÔÁÂÌÉÞËÁ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ 5. üÔÏ (1:4), (1:13),
(1:22), (1:31), (1:40) É (10:40) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × 49 ËÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ. åÓÌÉ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÁÂÌÉÞËÉ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ ab = 10a+b (ÞÅÒÔÁ Ó×ÅÒÈÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ a É b | ÃÉÆÒÙ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ), ÔÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ | ÞÉÓÌÏ
(5− a)(9− b) = 10(5 − a) + (9 − b). óÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÔÁËÏÊ ÔÁÂÌÉÞËÉ ÒÁ×ÎÁ
a+ b+ (5− a) + (9− b) = 14.

5. ïÔ×ÅÔ: 1024.
òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ×

ÓÅÂÑ, ÐÒÉÞ£Í ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ × 0, Á ÓÅÒÅÄÉÎÁ | × 1. îÁ ËÁÖÄÏÊ
ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏ×ÉÎÏË [0; 0:5] É [0:5; 1] ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉËÒÁÔÎÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ



ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ 210 ÒÁ×ÎÙÈ
ÞÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁ, ÎÁ ÞÁÓÔÑÈ Ó ÎÅÞ£Ô-
ÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ ÏÔ 0 ÄÏ 1, Á ÎÁ ÞÁÓÔÑÈ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ
ÎÏÍÅÒÁÍÉ | ÕÂÙ×ÁÔØ ÏÔ 1 ÄÏ 0. (çÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕ-
ÄÅÔ ÎÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÚÕÂÞÁÔÕÀ ÐÉÌÕ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×
ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ y = x ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÒÁÚÕ. ÷ÎÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÔ.

6. ïÔ×ÅÔ: 1/10.
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ

É ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ x ÎÁ �=2− x. ðÏÌÕÞÁÅÍ,

I =
�=2∫

0

(
x4 + (x− �=2)4

)
cos2 x dx

úÎÁÞÉÔ,

I = 1
2

�=2∫

0

(
x4 + (x− �=2)4

)
(sin2 x+ cos2 x)dx =

= 1
2

�=2∫

0

(
x4 + (x− �=2)4

)
dx = 1

2 · 2
�=2∫

0
x4dx = x5

5

∣∣∣∣∣
�=2

0
= �5

160 :

ðÏÜÔÏÍÕ
16
�5 I = 1

10 :

7. ïÔ×ÅÔ: 84.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÂÒÁÔØ ÐÁÒÕ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÉËÏ×, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓËÌÅÊËÁ. åÓÌÉ Ã×ÅÔÁ
ÓËÌÅÉ×ÁÅÍÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ C2

6 = 15 ÓÐÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ
ÐÁÒÕ, Á ÅÓÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÔÏ ÅÝ£ 6. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ 21 ÓÌÕÞÁÑ ÓËÌÅÊËÕ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ
ÓËÌÅÉ×ÁÅÍÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 90◦). éÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ 21 · 4 = 84
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÓËÌÅÊËÉ ËÕÂÉËÏ×.

8. ïÔ×ÅÔ: 4.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ

2010! = 2n2 · 3n3 · 5n5 · : : :



úÁÄÁÞÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÃÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ N = 2010!
10n5

.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ n2 > n5, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ÃÉÆÒÁ Þ£ÔÎÁ. úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ Å£ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ÞÅÒÅÚ p(n) ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 5. õÍÎÏÖÁÑ
ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 5, ÚÁÔÅÍ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 5,
ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 25, ÚÁÔÅÍ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 25, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 125,
É Ô.Ä., ÐÏÌÕÞÁÅÍ

N = p(2010)p(402)p(80)p(16)p(3)
2n5

;

É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, n5 = 402 + 80 + 16 + 3 = 501. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1 · 2 · 3 · 4 ≡
−1(mod 5). ôÏÇÄÁ p(2010) ≡ (−1)420 ≡ 1(mod 5). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, p(420) ≡
2(mod 5), p(80) ≡ 1(mod 5), p(16) ≡ 4(mod 5), p(3) ≡ 1(mod 5). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, 2501 ≡ 2(mod 5). úÎÁÞÉÔ,

N ≡ 1 · 2 · 1 · 4 · 1
2 ≡ 4(mod 5)

éÔÁË, ÉÓËÏÍÁÑ ÃÉÆÒÁ Þ£ÔÎÁ É ÄÁ£Ô ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÏÓÔÁÔÏË 4. úÎÁÞÉÔ,
ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 4.

9. ïÔ×ÅÔ: 6.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏÓØ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2
√

2 | ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
ÒÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ, xy É yx | ÓÕÍÍÁÒÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÅËÃÉÊ Ú×ÅÎØÅ× ÌÏÍÁÎÏÊ,
ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÇÒÁÎÑÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xy ÎÁ ÏÓÉ
x É y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ××ÅÄ£Í É ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
Ú×ÅÎØÅ×. ôÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ

√
x2
y + y2

x +
√
x2
z + z2

x +
√
z2
y + y2

z :
ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ,
ÜÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ√

2
2 ((xy +yx)+(xz +zx)+(zy +yz)) =

√
2

2 ((xy +xz)+(yx+yz)+(zx+zy)) ≥

≥
√

2
2 · 2

√
2 · 3 = 6:

äÌÉÎÁ 6 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ ÄÌÑ ÌÏÍÁÎÏÊ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ
ËÕÂÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕ ×ÓÅ ÅÇÏ
ÇÒÁÎÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ËÕÂÁ, ÔÏ
ÌÏÍÁÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ó ÒÅÂÒÏÍ 2.


